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Аннотация. Для характеристики полового созревания рыб широко используется значение 
длины, при которой 50 % особей являются половозрелыми. При расчетах обычно применяются 
непосредственно значения длины рыб без их предварительного логарифмирования. Однако, исходя 
из теоретических соображений, следует ожидать, что логарифмирование значений длины должно 
приводить к улучшению качества аппроксимации зависимости доли половозрелых рыб от их 
длины. Целью данного исследования является проверка гипотезы о том, что логарифмирование 
способствует улучшению качества аппроксимации данных по созреванию рыб, а также определение 
практической целесообразности логарифмирования при оценке длины, при которой 50 % особей 
являются половозрелыми. Исследование проведено по опубликованным данным. Аппроксимация 
осуществлялась двумя способами: интегралом вероятностей нормального распределения и 
логистической функцией. При анализе данных с использованием оригинального двухуровневого 
подхода установлено, что предварительное логарифмирование значений длины статистически 
значимо улучшает качество аппроксимации. Однако указанная закономерность проявляется лишь 
при анализе некоторого множества наборов данных. Разница между результатами, полученными 
при использовании преобразованных и непреобразованных значений длины, невелика и зачастую 
несущественна. Тем не менее, в некоторых случаях такое различие заметно, что и дает основание 
рекомендовать логарифмирование значений длины рыб при анализе. Кроме того, показано, что при 
расчете длины, при которой 50 % особей являются половозрелыми, обе использованные функции 
подходят для аппроксимации в одинаковой степени.

Ключевые слова: рыбы Pisces, методика исследований, длина, половая зрелость
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Abstract. To characterize fish sexual maturity, such parameter as the length at which 50 % of individuals 
are sexually mature is widely applied. The conventional practice is to use the fish length values directly, 
without their preliminary logarithmic transformation. However, based on theoretical considerations, such 
logarithmic transformation should be expected to improve the quality of approximation of the relationship 
between the percentage of mature individuals and their length. This study is aimed at the testing of the 
hypothesis that logarithmic transformation improves the quality of approximation of the data on fish 
maturity, as well as at the assessment of practicability and expedience of the logarithmic transformation 
when estimating the length at which 50 % of the individuals are sexually mature. This research is conducted 
based on the published data. Approximation was carried out using two methods: by the probability integral 
of a normal distribution and by the logistic function. Following the data analysis involving an original
two-level approach, it has been found out that the preliminary logarithmic transformation of the length 
values statistically significantly improves the quality of approximation. However, this pattern manifests 
only in the case of analyzing a certain volume of data sets. The difference between the results obtained using 
transformed and non-transformed length values is not big and, oftentimes, unsubstantial. Nevertheless, 
in some cases, such a difference is noticeable, which provides a reason to recommend the logarithmic 
transformation of the fish length values when conducting the analysis. It is also demonstrated that, during 
the estimation of the length at which 50 % of the individuals are sexually mature, both tested functions are 
equally suitable for approximation.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, для характеристики полового
созревания рыб широко используется значение дли-
ны, при которой 50 % особей являются половозре-
лыми [1]. Эта величина далее будет обозначаться 
LM

50
. Для оценки LM

50
 используются, как прави-

ло, методы, основывающиеся на аппроксимации 
данных о доле половозрелых рыб в зависимости 
от их длины логистической функцией или, реже, 
интегралом вероятностей нормального распреде-
ления (иначе, кумулятой нормального распреде-
ления). Первоначально указанные методы были 
разработаны в токсикологии для анализа зависи-
мостей «доза–эффект». В такого рода исследова-
ниях принято при обработке результатов экспери-
ментов предварительно логарифмировать значения 
доз, поскольку это улучшает качество аппроксима-
ции [2]. Можно ожидать, что и логарифмирование 
значений длины рыб аналогичным образом должно 
приводить к улучшению качества аппроксимации 
данных по зависимости доли половозрелых рыб
от их длины. Однако в ихтиологии при расчетах 

LM
50

 обычно применяются непосредственно значе-
ния длины рыб без их предварительного логариф-
мирования (причем без каких-либо объяснений).

Кроме того, теоретические соображения также 
позволяют предполагать, что логарифмирование 
значений длины приведет к улучшению качества 
аппроксимации. Объясняется это тем, что и в логис-
тической функции, и в кумуляте нормального рас-
пределения аргумент принимает отрицательные 
значения. Поскольку длина рыб отрицательной 
быть не может, то это должно приводить к ухуд-
шению качества аппроксимации в левой части гра-
фика. А вот логарифм длины может принимать и 
отрицательные значения; следовательно, можно
ожидать, что в результате логарифмирования
указанное ухудшение будет устранено. Целью
настоящего исследования является проверка гипо-
тезы о том, что логарифмирование способствует 
улучшению качества аппроксимации данных по
созреванию рыб, а также определение практичес-
кой целесообразности логарифмирования значе-
ний длины при оценке LM

50
.
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В процессе проведения исследования попутно 
был также рассмотрен вопрос о наличии статисти-
чески значимых преимуществ по качеству аппрок-
симации у какой-либо из двух указанных выше 
функций, используемых для аппроксимации дан-
ных при оценке LM

50
.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

В качестве материалов для проведения настоя-
щего исследования использованы опубликованные 
данные в виде таблиц, содержащих информацию о 
количестве неполовозрелых и половозрелых рыб (в 
штуках) в разных размерных группах. Использо-
вались также данные, представленные таблицами, 
в которых приводились относительные значения 
зрелых рыб (в %%) и общее количество исследо-
ванных рыб по размерным группам (в таких слу-
чаях не составило труда рассчитать соответст-
вующие абсолютные значения). Наборы данных с 
отсутствующими значениями для левой или пра-
вой частей кривой полового созревания отбраковы-
вались. Такая ситуация возникала, в частности, в 
тех случаях, когда самцы созревали при меньшей 
длине, чем самки, и при этом у значительной части 

особей в размерной группе не был определен пол, 
что делало невозможным определение истинного 
количества неполовозрелых самцов в соответст-
вующей размерной группе. Кроме того, отбрако-
вывались данные для размерных групп, располо-
женных по краям таблицы, если общее количество 
рыб в этих группах было меньше 5. Всего в нашем
распоряжении оказалось 24 набора данных (табл. 1).

Поскольку ожидалось, что влияние логариф-
мирования невелико, то для выявления статисти-
ческой значимости улучшения качества аппрок-
симации при логарифмировании был использован 
оригинальный двухуровневый подход. На первом 
уровне определялись значения LM

50
, хи-квадрат и 

его уровня значимости для непреобразованных и 
преобразованных данных по каждому из 24 набо-
ров. Для обработки данных использовался пакет 
прикладных программ SPSS21. Этот пакет позво-
ляет осуществлять анализ данных типа «доза–
эффект» как при нормальном их распределении, 
так и при логистическом. Кроме того, имеется 
опция предварительного преобразования данных 
путем их логарифмирования (нами применялся 
натуральный логарифм ln). Согласно описанию, в 
данном пакете реализована версия пробит-метода

Таблица 1. Данные по созреванию рыб, использованные при подготовке статьи

Table 1. Data on fi sh maturation used in the course of this study

№
No.

Объект исследования
Investigated subject

1 2

1
Стерлядь Acipenser ruthenus Linnaeus, 1758, Волгоградское водохранилище, самцы [3]
Sterlet sturgeon Acipenser ruthenus Linnaeus, 1758, Volgograd Reservoir, males [3]

2
То же, самки [3]
Same, females [3]

3
Европейский анчоус Engraulis encrasicolus (Linnaeus, 1758), Черное море, самки [4]
European anchovy Engraulis encrasicolus (Linnaeus, 1758), Black Sea, females [4]

4
Европейский анчоус E. encrasicolus, Гвинейский зал., воды Ганы, самцы [5]
European anchovy E. encrasicolus, Gulf of Guinea, Ghana waters, males [5]

5
То же, самки [5]
Same, females [5]

6

Калифорнийский анчоус Engraulis mordax Girard, 1854, воды у побережья Калифорнии,
самки (использованы данные за январь, февраль 1979 г.) [6]
Northern anchovy Engraulis mordax Girard, 1854, California coastal waters, females (the data
for January, February 1979) [6]

7
Индийская расбора Rasbora daniconius (Hamilton, 1822), р. Хам, Индия, самки [7]
Slender rasbora Rasbora daniconius (Hamilton, 1822), Kham River, India, females [7]



Таблица 1 (окончание)

Table 1 (fi nished)

1 2

8
Озерный голец Salvelinus namaycush (Walbaum, 1792), оз. Мини-Минто, Канада, самцы [8]
Lake trout Salvelinus namaycush (Walbaum, 1792), Mini-Minto Lake, Canada, males [8]

9
То же, самки [8]
Same, females [8]

10
Озерный голец S. namaycush, оз. Бонхом, Канада, самцы [8]
Lake trout S. namaycush, Bonhomme Lake, Canada, males [8]

11
То же, самки [8]
Same, females [8]

12
Амурская щука Esox reichertii Dybowski, 1869, самцы [9]
Amur pike Esox reichertii Dybowski, 1869, males [9]

13
То же, самки [9]
Same, females [9]

14
Пиленгас Planiliza haematocheilus (Temminck et Schlegel, 1845), Азовское море, самки [10]
So-iuy mullet Planiliza haematocheilus (Temminck et Schlegel, 1845), Azov Sea, females [10]

15

Южноазиатская скумбрия Rastrelliger kanagurta (Cuvier, 1816), Аравийское море, воды Индии 
(Карнатака), самцы [11]
Indian mackerel Rastrelliger kanagurta (Cuvier, 1816), Arabian Sea, Indian waters (Karnataka),
males [11]

16
То же, самки [11]
Same, females [11]

17

Ханос Serranus cabrilla (Linnaeus, 1758), Атлантический океан, воды у Канарских островов, 
гермафродиты [12]
Comber Serranus cabrilla (Linnaeus, 1758), Atlantic Ocean, waters around the Canary Islands,
hermaphrodites [12]

18
Тихоокеанский белокорый палтус Hippoglossus stenolepis Schmidt, 1904, северо-восточная
часть Тихого океана, самцы [13]
Pacifi c halibut Hippoglossus stenolepis Schmidt, 1904, Northeast Pacifi c Ocean, males [13]

19
То же, самки [13]
Same, females [13]

20

Желтоперая камбала Limanda aspera (Pallas, 1814), Охотское и Японское моря, воды у берегов 
южного Сахалина, самцы [14]
Yellowfi n sole Limanda aspera (Pallas, 1814), Seas of Okhotsk and Japan, South Sakhalin coastal 
waters, males [14]

21

Тихоокеанский малорот Microstomus pacifi cus (Lockington, 1879), Тихий океан, воды у берегов 
Калифорнии, самцы [15]
Dover sole Microstomus pacifi cus (Lockington, 1879), Pacifi c Ocean, California coastal waters,
males [15]

22
То же, самки [15]
Same, females [15]

23
Средиземноморский ботус Bothus podas (Delaroche, 1809), Средиземное море, зал. Габес,
самцы [16]
Wide-eyed fl ounder Bothus podas (Delaroche, 1809), Mediterranean Sea, Gulf of Gabe’s, males [16]

24
То же, самки [16]
Same, females [16]
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в изложении Финнея [17]. При расчетах в этом 
пакете традиционно осуществляется линеариза-
ция данных с использованием вспомогательных 
функций, обратных используемым: кумуляте нор-
мального распределения и логистической функ-
ции. Вспомогательные линейно расположенные 
величины называются при этом, соответственно, 
пробитами и логитами. Другой важной особенно-
стью применяемого метода является применение 
коэффициентов, придающих большее относитель-
ное значение тем данным, которые располагают-
ся ближе к центру распределения [17]. С учетом 
того, что нас интересует именно «центральная» оценка 
(LM

50
), такой подход в данном случае вполне адекватен.

На втором уровне анализа для каждого из набо-
ров данных определялось, какая из двух аппрокси-
маций лучше, на что указывало меньшее значение 
хи-квадрат. Если лучшим было качество аппрокси-
мации преобразованных данных, то ставился знак 
«плюс», а если наоборот, то «минус». Таким обра-
зом, была получена новая совокупность данных, 
представленная набором из 24 плюсов и минусов. 
Для проверки гипотезы, что количество плюсов 
статистически значимо превышает количество
минусов, использован критерий знаков [18] в его 
одностороннем варианте.

Для сравнения качества аппроксимации логис-
тической функцией и кумулятой нормального рас-
пределения использован такой же подход. Посколь-
ку нет априорных оснований считать, что одна из 
этих функций предпочтительнее другой, то в дан-
ном случае использован двусторонний вариант 
критерия знаков.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Полученные на первом уровне анализа резуль-
таты расчетов значений LM

50
, хи-квадрат и его 

уровня значимости для непреобразованных и пре-
образованных путем логарифмирования данных 
приводятся в табл. 2 (при аппроксимации куму-
лятой нормального распределения) и табл. 3 (при 
аппроксимации логистической функцией). Уровень 
значимости изменяется от 0 до 1, причем чем ниже 
эта величина, тем хуже соответствие реальных 
данных аппроксимирующей функции. При уровне 
значимости 0,05 (5 %) будем считать соответствие 
реального распределения теоретическому сом-
нительным, а при 0,01 (1 %) и ниже — неприем-
лемым, при котором гипотеза о соответствии
реального распределения теоретическому должна 
отвергаться.

Таблица 2. Результаты расчетов при аппроксимации данных кумулятой нормального распределения

Table 2. Results of calculations in the case when the data approximation is done using the cumulative normal 
distribution curve

№
No.

При использовании непреобразованных
данных

Involving non-transformed data

При логарифмировании данных
по длине рыб

Involving logarithmic transformation
of the data on fi sh length

LM
50

, см 
LM

50
, cm

Хи-квадрат
Chi-square

Уровень
значимости
Signifi cance

level

LM
50

, см 
LM

50
, cm

Хи-квадрат
Chi-square

Уровень
значимости
Signifi cance

level

1 2 3 4 5 6 7

1 55,48 12,297 0,056 55,30 5,432 0,490

2 73,44 14,365 0,045 74,98 9,803 0,200

3 7,40 1,823 0,177 7,39 1,591 0,207

4 5,55 209,506 0,000 5,59 194,744 0,000

5 5,71 79,932 0,000 5,67 74,694 0,000

6 9,58 7,617 0,573 9,53 4,933 0,840

7 9,89 102,436 0,000 9,75 76,580 0,000

8 41,32 59,233 0,000 41,66 51,379 0,000



Таблица 2 (окончание)

Table 2 (fi nished)

1 2 3 4 5 6 7

9 51,39 26,538 0,000 50,70 21,483 0,003

10 49,71 13,887 0,085 48,82 9,801 0,279

11 58,78 10,387 0,168 58,45 9,823 0,199

12 39,47 2,818 0,589 39,28 1,072 0,899

13 42,14 14,028 0,007 42,04 8,670 0,070

14 40,49 0,978 0,806 40,42 0,877 0,831

15 19,84 0,265 0,966 19,78 0,445 0,931

16 19,16 4,542 0,338 19,08 3,359 0,500

17 14,32 13,874 0,383 14,39 13,975 0,376

18 52,38 31,984 0,000 54,37 19,139 0,008

19 81,62 119,925 0,000 80,84 65,714 0,000

20 20,05 11,944 0,036 19,89 14,994 0,010

21 33,15 7,980 0,536 33,15 7,998 0,534

22 35,53 26,576 0,032 35,71 20,905 0,140

23 21,48 2,048 0,562 21,49 1,983 0,576

24 19,80 2,253 0,813 19,78 1,847 0,870

Таблица 3. Результаты расчетов при аппроксимации данных логистической функцией

Table 3. Results of calculations in the case when the data approximation is done using the logistic function

№
No.

При использовании непреобразованных
данных

Involving non-transformed data

При логарифмировании данных
по длине рыб

Involving logarithmic transformation
of the data on fi sh length

LM
50

, см 
LM

50
, cm

Хи-квадрат
Chi-square

Уровень
значимости
Signifi cance 

level

LM
50

, см 
LM

50
, cm

Хи-квадрат
Chi-square

Уровень
значимости
Signifi cance 

level

1 2 3 4 5 6 7

1 55,41 15,661 0,016 55,19 7,489 0,278

2 72,77 20,048 0,005 73,71 14,027 0,051

3 7,39 2,036 0,154 7,38 1,790 0,181

4 5,54 209,467 0,000 5,57 194,676 0,000

5 5,70 80,650 0,000 5,66 75,504 0,000

6 9,56 6,376 0,702 9,52 4,711 0,859

7 9,86 107,791 0,000 9,74 83,968 0,000

8 41,61 57,619 0,000 41,75 49,507 0,000

9 51,14 26,290 0,000 50,50 21,381 0,003

10 49,40 13,058 0,110 48,62 9,353 0,313

11 58,60 10,672 0,154 58,30 9,852 0,197

12 39,48 2,272 0,686 39,33 2,024 0,731
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Таблица 3 (окончание)

Table 3 (fi nished)

1 2 3 4 5 6 7

13 42,20 10,330 0,035 42,10 7,437 0,115

14 40,40 1,066 0,785 40,35 0,986 0,805

15 19,85 0,498 0,919 19,81 0,704 0,872

16 19,14 3,348 0,501 19,07 2,918 0,572

17 14,31 13,887 0,382 14,38 13,986 0,375

18 55,33 13,920 0,053 56,33 8,199 0,315

19 81,68 54,451 0,000 81,06 38,517 0,000

20 19,93 13,076 0,023 19,86 15,626 0,008

21 33,12 8,207 0,513 33,03 8,253 0,509

22 35,88 17,409 0,295 35,95 15,626 0,407

23 21,48 2,180 0,536 21,48 2,114 0,549

24 19,79 2,680 0,749 19,77 2,232 0,816

Результаты расчетов при аппроксимации
данных кумулятой нормального распределения
показывают, что:

1) в 13 случаях из 24 (54 %) уровень значимости 
приемлем как для преобразованных, так и для 
непреобразованных данных;

2) в 8 случаях (33 %) уровень значимости был 
неприемлем или сомнителен как для преоб-
разованных, так и для непреобразованных
данных;

3) в 3 случаях (13 %) при преобразовании дан-
ных уровень значимости качественно улуч-
шился: в двух случаях он из сомнительного
стал приемлемым и в одном — из неприем-
лемого стал приемлемым;

4) не было ни одного случая, чтобы преобра-
зование данных привело к качественному 
ухудшению уровня значимости (превраще-
ние уровня значимости из приемлемого в
сомнительный или неприемлемый).

Результаты расчетов при аппроксимации дан-
ных логистической функцией практически анало-
гичны, за исключением того, что в одном случае 
преобразование данных привело к качественному 
ухудшению уровня значимости (из сомнительного 
он стал неприемлемым).

Рассмотренные результаты указывают на неко-
торое улучшение качества аппроксимации при 
преобразовании данных, однако существенным 
оно было, как указано выше, только в 13 % слу-

чаев. Таким образом, результаты первого этапа 
анализа данных не позволяют ответить на воп-
рос о достоверности обнаруженного улучшения
качества аппроксимации. Для ответа на этот
вопрос потребовалось выполнение дополнитель-
ного статистического теста, а именно критерия 
знаков. При аппроксимации данных кумулятой 
нормального распределения предварительное лога-
рифмирование данных в 20 случаях привело к 
улучшению качества аппроксимации, на что ука-
зывает снижение хи-квадрат, а в 4 случаях — к 
ухудшению (хи-квадрат увеличился). Согласно
одностороннему критерию знаков, такое соотно-
шение весьма маловероятно, и гипотеза об отсут-
ствии различий между непреобразованными и 
преобразованными данными должна быть отверг-
нута на уровне 0,5 % [18]. При аппроксимации 
данных логистической функцией результат ока-
зался точно таким же. Таким образом, предва-
рительное логарифмирование данных статисти-
чески достоверно приводит к улучшению качества 
аппроксимации при определении LM

50
.

Следует иметь в виду, что различие может быть 
статистически достоверным, но настолько незна-
чительным, что на практике им можно пренебречь. 
В нашем случае разница между оценками LM

50
, 

полученными для непреобразованных и преобра-
зованных данных, оказалась малой. При аппрок-
симации кумулятой нормального распределения
эта разница превышала 1 мм лишь в 13 случаях из 
24 (54 %), а в 11 случаях (46 %) она была меньше 



ВЫВОДЫ

1. При оценке LM
50

 предварительное логариф-
мирование размеров рыб статистически зна-
чимо (на уровне 0,5 %) улучшает качество 
аппроксимации данных. Однако указанная 
закономерность проявляется лишь при ана-
лизе некоторого множества наборов данных, 
используемых для оценок LM

50
.

2. Различие значений LM
50

, полученных при
использовании преобразованных и непреоб-
разованных данных, невелико и зачастую
несущественно.

3. В некоторых случаях различие значений 
LM

50
 при использовании преобразованных и 

непреобразованных данных все-таки замет-
но. Учитывая данное обстоятельство, можно
рекомендовать выполнение предваритель-
ного логарифмирования размеров рыб при 
расчетах LM

50
.

4. Результаты сравнения качества аппрокси-
мации данных кумулятой нормального рас-
пределения и логистической функцией для 
оценок LM

50
 показывают, что никакая из этих 

функций не имеет преимуществ перед дру-
гой. Вследствие этого, с практической точки 
зрения не имеет значения, какую из этих двух 
функций использовать при расчетах LM

50
.
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1 мм (т. е. даже меньше ошибки измерений). При 
аппроксимации логистической функцией резуль-
таты были практически такими же: разница
значений LM

50
 превышала 1 мм лишь в 10 случаях

из 24 (42 %), а в 14 случаях (58 %) она была
меньше 1 мм.

Поскольку размеры рыб разных видов сущест-
венно различаются, то более показательным
будет использование относительной разницы
между оценками LM

50
, полученными для преобра-

зованных и непреобразованных данных ():

 
50пр. непр. непр.100LM LM LM       

При аппроксимации кумулятой нормального 
распределения относительная разница значений 
LM

50
 изменялась от -1,8 % до 3,8 %, а по абсолют-

ной величине она превышала 1 % лишь в 5 случаях 
из 24 (21 %). Аналогичная картина наблюдалась 
и при аппроксимации логистической функцией: 
относительная разница значений LM

50
 изменялась 

от -1,6 % до 1,8 %, а по абсолютной величине она
превышала 1 % также в 5 случаях.

Хотя разница между значениями LM
50

 для не-
преобразованных и преобразованных данных не-
велика и зачастую несущественна, в некоторых 
случаях она заметна (примерно в одном случае из 
5). Учитывая последнее обстоятельство, а также 
то, что при использовании современных пакетов 
прикладных программ предварительное логариф-
мирование данных не составляет дополнительного 
труда, представляется целесообразным выполнять 
преобразование значений длины при оценке LM

50
.

При сравнении качества аппроксимации куму-
лятой нормального распределения и логистиче-
ской функцией для непреобразованных значений 
в 13 случаях оказалась лучше первая функция, а в 
11 — вторая (различие статистически не значимо). 
При аналогичном сравнении для преобразованных 
значений в 14 случаях была лучше кумулята нор-
мального распределения, а в 10 — логистическая 
функция (различие также статистически не значи-
мо). Таким образом, с практической точки зрения 
совершенно не имеет значения, какую из этих двух 
функций использовать для аппроксимации при 
оценке LM

50
. Это утверждение справедливо только 

в указанном случае. Если же нас будет интересо-
вать не LM

50
, а качество аппроксимации во всем 

диапазоне размерных групп, то для анализа нуж-
но будет использовать какой-либо статистический 
метод, в котором не применяются указанные выше 
корректирующие коэффициенты.
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